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1. MATRICE. EGALITATEA MATRICELOR.

Breviar teoretic

e Se numeste matrice de tipul (m,n) sau matrice cu m linii si » coloane cu elemente din
multimea C, o functie 4:{1, 2,..., m}x{1,2,.., n} — C, data derelatia A(i, j)= .

e Numerele g, €C senumesc elementele matricei.

e Matricea de tipul (m,n) se reprezinti sub forma unui tabel dreptunghiular cu m linii si n

coloane.
a, a4y a,
A= ay, Gy a;,
aml amZ e amn

o Matricea de tipul (m,1) se numeste matrice linie, iar matricea de tipul (1, ) se numeste

matrice coloand.
e Daci m=n matricea A este matrice patratica de ordinul n.

Matricele 4, Be M, ,(C) sunt egale dacd a, =b, Vie {1, 2;.5m}; F el 2 n}.

Egalitatea matricelor are proprietitile:
o A=A4,Y4eM, (C) —reflexivitatea

o A=B=>B=4, V4,BeM,  (C) —simetria
o A=B,B=C=A=C, VA4,B,CeM,, (C)- tranzitivitatea

e Daci AeM, (C) senoteazicu Tr(4)=ay, +a, +..+a, urmamatricei 4.

e Sistemul ordonat de numere (a;,, ay,..., ,,) formeazi diagonald principala, iar sistemul

(aln 5 By sovss anl) formeaza diagonala secundard a matricei 4.

Exercitii si probleme rezolvate

1. Se dau matricele:

43} 1 -1 =2

A= , B=
-1 5) 30 -1

5
, C=|1|, D=(-1 1 3 2).
0

a) S se precizeze tipul fiecarei matrice.
b) S se scrie elementele de pe linia a doua a matricelor 4, B si C.

¢) Si se calculeze suma elementelor primei coloane in fiecare matrice.
d) Calculati: x=a,,’ +b," +c,,° +d,; +d,,.
Solutie

O e S S b G
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a) Avemcd 4eM,,(R), BeM,,(R), CeM,,(R), DeM,,(R).
b) - Se obfin elementele: ~1, 5, pentru matricea 4 ; 3,0, —1, pentru matricea B ; 1, pentru
matricea C.c) Se obfin sumele a,, +a, =4+(-1)=3, b, +b, =1+3=4,

C e+ =5+14+0=6 §i d, =-1. d) x=5+(-1)+0>+3+2=31.

3 -1 1 1 21
2. Seconsiderd matricele: 4=|4 3 0|, B=|3 3 0]
0 0 1 01 3

a) S se scrie elementele de pe diagonala principald a matricei 4 si de pe diagonala secundari a
matricei B.

b) Sase determine valoarea lui x € R, stiind ¢a (,, +b,, ) x+a,’ +b,’ =] Tr(4) —Tr(B)J2 .
Solutie

a) Elementele diagonalei principale si ale diagonalei secundare sunt a,, =3, a,, =3, a,, =1,

respectiv b, =1, b,, =3, b,, =0. b) Urmele matricelor sunt:

Tr(4)=a, +ay+a;, =3+3+1=7, Tr(B)=b, +b, +b, = =1+3+3="7. Se obtine ccuatia

. 1
4x+1=0, cu solutia reali x = L

. . 4—x 3+4a
3. Fie matricea 4= eM,,(R).
2b -5-c¢ "
a) Si se determine valorile parametrilor a, b, ¢, x pentru care 4 este matrice nuli.
b) Existd valori a, b, c, x pentru care 4=1,?
Solutie
a) Matricea 4 este matrice nuld daci 4—x=0, 3+a=0, 2b=0 si -5—-c =0. Rezultd ci
x=4, a=-3, b=0 si c=-5.

1 0
b) Matricea I, =[0 J. Se obtin ecuatiile 4—x=1, 3+a=0, 2b=0 si -5-c=1, cu
solutiile x=3, a=-3, b=0 si c=—-6.

2+x 3
4. S se determine valorile parametrilor x, y € R pentru care matricele A4 = [5 0 j,
i ¥y

B [Sx +6 2y-3

2y 10—y
Solutie

Din egalitatea a,, = b;, rezulti ecuatia 2+ x = 5x +6, cu solutia x =—1. Din egalitatea

j sunt egale.

1 3
a,, = b, se obtine ecuatia 4+ y =10—y cu solutia y =3. Se obtineca 4 = (6 j 5

7
1 3
B= ,deci 4=B.
6 7

5. Sa se determine numerele reale pentru care are loc egalitatea de matrice:

... . - T T
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x*+x 2" (2 22
C log,(y+1)) 3 3 S
Solutie

Se obtin egalititile: x> +x=2; 2" =2"""; C? =3 si log, (y+1)=3. Ecuatia x* +x=2 se

scrie sub forma x* +x—2 =0 si are solutiile x, =1 si x, = 2. Din egalitatea 2" =2""" se

obtine cd m =2m—1 sau m =1. Folosind formulele combinrilor C] = ( Yol se obtine
n—p)tp!
I n! (n=2)!(n-1)n i e _ .
succesiv: C2 =3 sau ———— =3 sau ~———~——— =3 Dupa simplificéri rezultd ecuatia
(n-2)r2! (n-2)t1-2

n(nvl)
2
este n=3.

=3, sau n* —n—6=0 cusolutiile n=3 si n=-2. Deoarece n e N’, solutia ciutata

Ecuatia log, (y+1) =3 se scrie sub forma y+1= 2’ siare solutia y=8-1=7.

fn concluzie obtinem ¢ x=1, m=1, n=3, y=7 saux=-2, m=1, n=3, y=T

Exersare.
1. Sa se scrie:
a) o matrice de tipul

2,2) cu elemente din mul{imea numerelor naturale;
3

b) o matrice de tipul ,2) cu elemente din multimea numerelor intregi;

¢) o matrice de tipul (1, 3) cu elemente din multimea numerelor reale;
d) o matrice de tipul (2,1) cu elemente din multimea numerelor reale.

2. S se scrie:
a) o matrice linie cu 3 coloane; b) o matrice coloana cu 2 linii;
¢) matricea nuld de tipul (2,3) ; d) matricea unitate de ordinul 3.

3. Si se scrie matricea 4 = (al.j) e M,,(R) stiind ci: a, = (—I)Hj ,ie{l,2,3}, je{l,2}.

4. Si se scrie matricea B = (b,:/. ) e M, (Z) stiind ca: b, = (i+j)2 ,ie{l,2}, je{l,2,3}.
i+j,dacdi<j

5. S4 se determine matricea C = (cy.) € M, (R) stiind ci: ¢; =41+ j, dacd i =j.
2—i,dacai>]

-1 -4
8 3
6. Se considerd matricele: 4 =[7 6]’ B=|-5 6|, C =(—~ - —), D =[
8 0

1 23
E=|4 5 6|
7 8 9

a) S4 se precizeze tipul matricelor 4,B,C,D, E;
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b) Sd se scrie diagonala principald a matricei 4;
¢) S se scrie elementele de pe linia a doua din matricea B;
d) Sd se calculeze suma elementelor matricei C;

) S& se aproximeze prin lipsd cu eroare mai mici de o zecime suma elementelor matricei D;
f) Si se scrie diagonala secundar3 a matricei E;

g) S se calculeze suma elementelor de pe diagonala principald a matricei 4 (urma matricei A
notatd cu tr(4));

h) Si se calculeze tr(4)+tr(E).
7. S4 se scrie toate matricele de tipul (3,1) care au elementele a sau b.
8. Determinati numérul matricelor de tipul (2,2) care au elementele egale cu —1,0 sau 1.

9. Determinati numérul matricelor de tipul (3,4) care au elementele egale cu 4 sau —4.

4 2
10. S& se determine x,y € N din egalitatea (f 5] = [1 ?J

-3 3x -1
11. Si se determine x,y € Z din egalitatea x] =( x J

y 0 -2 0

x 5 1 =2
12. Si se determine x,y € Q din egalitatea | 2 g 4 6 |

-4 3 ¥

+2 1
13. Sd se determine x,y € N din egalitatea * = V4 .
3 y-1 x+3 1

. . . a+l b-2 2a-1 c
14. S3 se determine a,b,c € R din egalitatea = 5 ]
c—1 0 3 a-2

3a+2 4 ) (243 4

15. S4 se determine a,b,c € R din egalitatea 8 b-1|=| 8 \/5 .
0 2 0 3¢

. . ; u  3+i I+1 3+i
16. Si se determine u,v e C din egalitatea . = :

3-i 1 v o -l

2x-1 6
17. Sd seafle x,y € R dacd matricele 4 si B sunt egale, unde A4 =( 3 3 +2J si
3y

o
i -1 logi(y~1)
18. Fie matricea 4 € M,(R), 4= 2 -3 9*

log,(y-1) +~z+1 0

a)  Determinati valorile lui x pentru care Tr(4) =6 ;

h
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b) Pentru ce valori ale lui xavem a4, +a, <a, ?
¢) Pentru ce valori ale lui y avem a; —a;, —a, = 07?

d) Dterminati valorile lui z astfel incdt a,, =a,, .

a 0
: . in 30°

19. Determinati a, 8,7 € R din egalitatea matricelor S A = 1

y  cos30° tg30° /-

20. Determinati numerele reale x,y,z si t dacd :

c-17 2-5) (=2 3 g=2 3=l 0
? (1; 21 jz(l 1+J; b |3y oz =l
+
0852 t+1 0 z+1
2 21+ 1 4 4 2 _x-2 y*+x-1
9 | F. 7 = g @ | T ¥ T =y
y+2 z-1 x+6 4 2 5 ZP=-y +x  t+x
3x+2 2 __
e) € Z Z =12‘
g2y +1l) 1

20

y

21. Se di matricea M =(
x

]. Aflati x,y e R astfel incdt M =1,.
log, (x+1) log;(y-1)

22. Dacd N=0,, unde N =
- 0 log, 1

) , 54 se determine numerele reale x §i y.

23. Determinati numarul real x astfel incit urmitoarele matrice sa fie antisimetrice: (marticea
pitratici A este antisimetricd dacd 4=~'4)

- " sin x -1 2
a) A= (Fear+x) H b)B=| 1 —sinx -3]|.
x+2 0 2 3 0

, v ow
24. Si se determine matricele X =( ] e M, (C) stiind ci are loc egalitatea
«-W) v

(V2 —w? +13 2vw (4 4w
L 2wy 13=w* +v* 4w 4v)
= -2 2 -
25. Se dau matricele A=| 3 \/—)—» si B= |—3| % . Stiind ¢ 4 =B determinati

z -2
I8 log, 9

x.y,zeR
26. Determinati elementele necunoscute din egalitatea matricelor

)

27. Si se determine elementele necunoscute din egalitatea de matrice

M
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(312" chﬁ)_( 108 4)

3! cos 60° y+C; 2z)
8 a+h 4-6.2 3
28. Se daumatricele 4=| a—b 1+y | si B= 1 Y-y | Stindci 4=B
10%7 -3343 & c 2—-x
determinati x, y,a,b,c € R.
1-2a 1-2p* 2 b

29. Se consideri egalitatea | 2" 47 +2” |=| 242 2 . Determinati:
Vz+l 4log,t) (1++2 2

a) media aritmetici a numerelor ]a[,’b’,’x si I yl;

b) media geometrica a numerelor 1+¢ si z.

2. OPERATII CU MATRICE
Breviar teoretic
* Daci 4,BeM, (C), 4=(a,), B=(b

: ), matricea Ce M

(), c =(a.. +b..) se

m,,n ij ij
numeste suma matricelor 4 si B.
e  Suma matricelor 4 si B senoteazi A+ B.
Proprietatile adundrii:
e  Adunarea matricelor este asociativi:
(4+B)+C=4+(B+C), V4,B,CeM,, (C).

® Matriceanuld O, , este element neutru pentru adunare:
4+0,,=0,,+4,V4eM, (C).

e Matricea —4 = (—al.j) Se numeste opusa matricei 4 i are proprietatea:
A+(-4)=(-4)+4=0,,.

fnmul[irea unei matrice cu un numdr

Fiea eC, 4e M, ,(C). Matriccaa 4 = (a a,.j) se numeste produsul matricei 4 cu numirul ¢.

Inmultirea matricelor

* Fie deM, ,(C), BeM, (C), 4= (aij), = (b,j). Matricea C =(c, ),Ce M

Cy =ay-by +a, by +..+a,-b,,ic {L2,., m}, ke{l,2,.., p}.

(C), cu

m,p

Proprietatile inmultirii:
e Inmultirea este asociativa:

4-(B-C)=(4-B)-C,VdeM,,(C),B eM,, (C),CeM, (C)
1 0 ... 0
, . v o 01 ...0
® Matricea unitate (identitate) /7, = . , este element neutru:
0 0 ... 1

e ———————————————————————
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A1, =1,-4=4,V AeM, (C).
o Daci deM, ,(C), 4= (a,.j), matricea ‘A, obtinuti din matricea A prin schimbarea liniilor

in coloane si a coloanelor in linii se numeste transpusa matricei 4 .
Au loc relatiile:

‘(4+B)="4+'B « (4-B)='4-'B
‘(4-B)="B-'4 « ("4)=4

o Fie 4eM,(C).

e Sedefineste A" =1, 4'=4, 4 =4-A.

e Pentru ne N’ se defineste matricea 4" = A" - 4, numiti puterea n a matricei 4.
e  Aulocrelatiile, V m,n, pe N:

° . Am'AnZA””n, . (Am)p=Amp=(AP)m.
s Daci 4eM,(C), Az(a ZJ, are loc relatia: 4> —(a+d)A+(ad-bc)l,=0,; (relatia
c

Hamilton-Cayley).

Exercitii si probleme rezolvate

1. Sase calculeze A+ B si A- B daca:

3 o] 0 2
3 2 -1 1 -1 2

a) A= , B= . by 4=|3 0|, B=|0 1
4 3 0 b -2 =i

0 1 -1 =2

Solutie

. . . 1 i G Gy G
a) Fie A+ B=C. Matricea C este de tipul (2,3). Rezulti ca C =( j, unde

Cy Cpn On
c,=a,+b,=3+1=4 ¢, =a,+h, =2+(-1)=L ¢;=a,+b; =-1+2=1

¢, =ay, +b, =4+0=4; ¢, =a, +b, =3+(-2)=1 ¢y =a, +by =0+(~1)=-1. Asadar

4 1 1
C= ;
41 -1

dll dlZ
b) Daci A-B=D=|d, d,, |scobtinecd: d,,=a,-b,=2-0=2,
d31 d33
d,=a,-b,=-1+2=1, d, =a, —b, =3-0=3, d,, =ay,—b, =0-1=-1,
2 1
d, =a, —b, =0~-(-1)=1, dy, =aj, —b, =1-(-2)=3. Seobfine D=|3 -1|.
1 3

. . 31 1 2
2. Siasecalculeze (4+B)+C si A+(B+C) pentru 4= 5 e B= 4 5l

M
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